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Cinematica del cuerpo rigido
Un cuerpo tal que sus partes guarden siempre la misma posicién relativa, es decir la
distancia entre dos puntos cualesquiera #; y #j es constante, sin importar las fuerzas que se le
apliquen, se le da el nombre de cuerpo rigido (CR). Se puede demostrar que el movimiento
mas general que puede tener un CR es la superposicion de una traslacion mas una rotacion
alrededor de un eje. Por ejemplo, un cilindro sobre un plano puede trasladarse
uniformemente (dibujo @) donde todos los puntos avanzan con la misma velocidad v, mas

una rotacién pura (dibujo @) donde los puntos rotan alrededor de un ¢je.
Traslacion pura Rotacion pura . Movimiento general
+ —

Por este motivo, la velocidad de cualquier punto P de un cuerpo rigido siempre se puede

determinar como la suma de la velocidad con que se traslada un punto O cualquiera mas la

de rotacion de P alrededor de ese punto O. En férmulas: v, =V, + QX7

CIR (centro instantaneo de rotacién): es aquel punto cuya velocidad es 0.
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Condicion de rodadura: en la mayoria de los problemas de la guia, el movimiento de
traslacion del cuerpo esta relacionado con el de rotacion. Bs decir, la velocidad angular @
de giro se relaciona con la velocidad lineal v de traslacién. Los dos casos mas comunes que

se plantean en la guia son:

Poleas con sogas La condicion es que la velocidad lineal’de Ia rotacion de la
polea para los puntos del borde externo sea igual a la velocidad
de traslacion de la soga. Es decir:

VT(mg = v.\'oga — WR= V‘\'ug(/
Rodar sin deslizar Cuando un cuerpo se¢ mueve sobre una superficie y lo hace sin
deslizar, es necesario que el punto de contacto tenga la misima

velocidad que el piso (asi su movimiento relativo al piso es ().

Esto convierte al punto de contacto en el CIR. Para que se
cumpla esta condicion es necesario que: v, = @ R, donde v,

es la velocidad del centro de masa.

Derivando estas dos relaciones respecto al tiempo nos llevan a una condicion (también

. . o .
llamada de rodadura): @ = %R. En el primer caso « es la aceleracion de la soga, en el 2% es
la aceleracion del centro de masa. Y yes la aceleracion angular (Ja derivada de la velocidad

angular @).

Dinamica del cuerpo rigido

es la aceleracion del Centro de Masa

i) Para la traslacion: ZF =M.d,, donde a,,

1i) Para la rotacién: ZM = [.7 donde M es el momento de cada fuerza respecto al centro

F|.rsen(@) 6 M=|F|.d

de momentos O elegido: M =

En el primer caso, r es la distancia entre el punto de
aplicacion de la fuerza y el centro de momentos O,

mientras que & es el 4ngulo entre estos dos

vectores.
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En el segundo caso d es el brazo de palanca, o sea la distancia entre la recta que incluye a

la fuerza (punteada) y el centro O

I es el momento de inercia del cuerpo respecto del punto Q. Como ampliamos en la

pagina 9, es un equivlente de la masa para las rotaciones: muestra la inercia al cambio de
estado de rotacién que tiene un cuerpo, y para un determinado eje. Es decir, muestra lo
dificultoso que resulta detener un giro (si ya se encuentra girando) o iniciarlo (cuando no
lo hace), respecto de cierto eje. Esa es una diferencia importante respecto a la masa, el

momento de inercia depende del eje respecto del cual se quiera cambiar el estado de giro

Observacién: la ecuacién de rotacidn s¢ puede tomar para cualquier punto que sea

inercial (el CIR) o en el Centro de Masa, aun cuando este punto esté acelerado.

1) Aun volante cilindrico de radio I m, se lo hace girar con el eje horizontal a una altura de
Imyw=5s" Luego se lo deja caer en caida libre. Calcular

a) La velocidad del CM justo antes de tocar el piso

b) La velocidad del punto que har4 contacto con el piso justo antes de tomar contacto

¢) posicion del CIR, justo antes de tomar contacto con el piso.

Empiezo planteando la dindmica de la caida del cilindro. Como en un
problema de fisica del CBC, primero decimos que en la caida el cilindro
tiene aplicada s6lo la fuerza Peso. Esta fuerza esta aplicada en el Centro de

gravedad, y no hace momento respecto de este punto (d = 0). Asi, de la

Peso

ecuacion de rotacién respecto del CM es:

Z M=Iy7 = y=0 = w=5s""=¢te
=0

De la ecuacién de traslacién ZF =Ma, — a,,=g

Peso
Observar que el CM se comporta como una paxtlcula que tiene la masa M
total del cilindro, y que cae desde el reposo (recordar que el cilindro. giraba
alrededor del eje del CM, pero este punto no se movia), desde una altura

inicial de 11 m hasta una final de 1 m. E‘;ta altura final es el radio del

c1hnd10 el CM (punto negro en el centlo) no toca el piso.

De la férmula del MRUV:
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,_.,Q_‘ 22_51 10m ’
vl -t =2"a (x-x;) —dewde, vy =196 =-14 2 j

Esta es la respuesta a la pregunta (a). Para la (b) tengamos en
cuenta que la velocidad de cualquier otro punto es la
superposicion de la velocidad del CM mas la debida a la

., . , V) =wR
rotacion alrededor de éste. Asi: ol

V,

tras. =V om
VB =VCM +W/\R=~14-’~;l ] ~—5% i
Vemos que el movimiento del cilindro consiste en la caida libre de un punto (¢l CM) més el

giro que hace todo el cuerpo rigido alrededor de ese punto. Es lo que los fisicos llaman la

“superposicion de una traslacién mas una rotacion” (o movimiento “roto traslatorio™)

c) Planteo vectorialmente la condicion del CIR:
La w es negativa

porque es un
giro horario

RN Pk
var =vew +WAR — 0=-14% ;4|0 0 —51

x y 0

Y despejo la ubicacion (x,y) del CIR, medido desde el CM:

o ; i 0=5—1—.y—->y=0
14w-j=(5-1-.y; ~slyy o) dewdo ) SO
s § S j:l4—’;—’=——5;.x — x=-2,8m

Es facil comprobar que este punto (a 2,8 m a la izquierda / o
del CM), tiene velocidad de rotacion opuesta a la de caida g |
del CM. Y como su médulo es w.R = 5. 2,8 = 14 m/s hacia
arriba, se tiene velocidad total nula. Es importante notar que ' \ .

——————

el CIR no es un punto del cilindro que cae.

2. En un instante dado un cilindro (R = 30 cm) se estd moviendo. En la figura se muestra una

seccion  del mismo. Las velocidades de dos puntos del cuerpo son V., =-10%j 'y
IVP{ =202, g = 60°. a) verificar el tipo de movimiento que posee el cilindro y su condicion

de rigidez. b) Hallar analiticamente la posicion del CIR.

5
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a) Para verificar que el cuerpo cumple las condiciones de rigidez, podemos usar dos caminos;

@ ver que la distancia entre ambos puntos se conserva. Para

€80 es necesario ver que la velocidad de ambos sobre el eje que

los une es la misma: de esta manera no se acercan ni se alejan,

=1 B I

conservan su distancia relativa.

Para eso observemos que la recta que los une es el eje ». Por lo tanto deben tener la misma

velocidad sobre ese eje:
—jo&
s

Ay
Vo = -101;1.}' ; vp = 20{}.sen(60)5— 20-’-;1.cos(60)}'

Como vemos, la componente J esigual, se satisface la condicion de rigidez.

@ ver que el movimiento del cuerpo se puede poner como una rotacion mas una traslacion: en
ese caso se debe cumplir que: v, =¥, + Q X7, ,. Para plantear esta condicién, debo observar
que la posicion del punto P = (0, R, 0), mientras que la velocidad angular siempre resulta

perpendicular al eje del movimiento: © = (0,0,Q)

Planteo la igualdad:

~

i 7k
TP =V +QXFpo==102]7+10 0 Q —F0y §,=102]-QR]
0 R O
Uso la velocidad de P en componentes:
0,3m m
d . 17,322
173227 -10 i =102/} Q. R} —deweo = s 57711
s § 0,3m s

Como el sistema resultd compatible, se verifica la condicién de rigidez (observar que se hizo

compatible porque las componentes en ;j son iguales, es lo mismo que paso en ®). El signo

de la velocidad angular indica que apunta en contra del versor k.

b) Para hallar la posicion del CIR, planteamos un punto desconocido de este plano, su

posicion sera (x, y, 0). Y uso la condicién de velocidad nula:

6
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9 I
e = A n N n
VeiR = Vo + QXTgRr=-10 27+ 10 0 -57,7% - 0=-10 J +57,7.y.0 =57,7.x.]
x y 0

Esta es una igualdad vectorial, entonces igualo las dos componentes de la derecha a 0:

Ji =10-577x=0 — x=-0173m [t 517y=0 — y=0

Por lo tanto, la ubicacion del CIR es  r. = (0,173 m ;0 0) v

3. Una escalera de L = 1 m, homogénea, estd apoyada c¢n el piso y en la pared. Conociendo

a =30°y la velocidad del punto A, vx =-2 2 j, hallar para esta posicion la velocidad del

CM, la del punto B y la posicién del CIR.

Este problema es similar al anterior. Primero observemos que

. @ la velocidad del punto A se escribe vectorialmente como: ¥, =(0; ~2 ; 0).

@ la velocidad del punto B no la conocemos, pero sabemos por las caracteristicas del
problema que ese punto debe tener velocidad horizontal, porque esta apoyado en el piso:

vy =(v;0;0).

@ la velocidad angular es un vector perpendicular al plano xy de

movimiento (por lo tanto est4 en el eje ) Q = (0,0, Q). Im

@ la posicion de los puntos B y 4 se obtiene por trigonometria:

x=1m.sen(30°)=0,5m ; y=1m.cos(30)=0,87m

Entonces, las posiciones de 4 y Bsoii  ry=(0:;087m ; 0) y rz=(0,5m ; 0: 0)

Finalmente, la posicién de B relativaades: 7y, =7y =7, = (0,5m; —0,87m;0)

Planteo la condicion de rigidez:

A "

[ J k
Vp =V, + QX =227+ | 0 0 Q
0,5m ~-087m 0

Operamos y reemplazamos vy
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vg.d ==2 27 +087m.Q.i+0,5m. Q.] _igualo_, [ J) 0=-2+050
D) vg =087.Q

ra [ . ’
De la 1™ ecuacién despejo Q = 44, y reemplazando en la 2% v, = 3,462

Para terminar el ejercicio, vamos a sacar la posicion del CIR: planteo la condicion de

velocidad nula, y que la ubicacion del CIR respecto de 4 es (x, y ., 0):

9 i ]k
~= e . X . A
Vo =V + Q%P =247+ 10 0 451 = 0=-2]-4yi+dx
x y 0
Igualo componente a componente: f) 4y=0
: J)—2+4x=0

De la 1™ saco y = 0; y de la 2% x = 0,5 m. Pero para completar la respuesta, recordemos que

esta es la posicion relativa al punto 4, es decir: 7, , = (0,5m ; 0; 0). Para medir desde el

origen de posiciones despejamos:

FCIR, 4 =Far —F4 — ¥ ok Z;CIR,A +ra= (0,5 ;0 O) + (0,87 ;0 0) = 0,5/77.Z'A+O,87m.}

Hago dos
observaciones
importantes

@ el CIR no es un punto de la escalera; ningiin punto de la escalera
estd quieto en ese instante. Sin embgn‘go, el CIR existe y tiene sentido
fisico (es como el centro de masa de un anillo, que $e encuentra en el
centro geométrico del mismd, es decir en un punto donde el anillo no

tiene masa)

@ muchos alumnos quieren plantear esta parte midiendo las posiciones desde el origen (o lo
que es lo mismo, se olvidan que la posicion que encontraron es relativa a A). Esto es
imposible con lo que tenemos hasta aqui, porque no conocemos la velocidad del origen:
aunque este punto no pertenezca a la escalera, en el campo de velocidades que se plantea,
cada punto del espacio tiene asignada una velocidad (real o ficticia). No podemos decir que ¢l

origen esta quieto.
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1\ Por ultimo, me falta encontrar la velocidad el CM de la escalera.

v

A Para eso ubico su posicién respecto a 4. Como el centro de masa

30N, 5m . . . ,
esta justo en la mitad de la escalera, tenemos por fri gonometria:

Xem 4 = 0,5.5en(30) = 0,25m 5 Yem,4 = ~0,5.¢c08(30) = —0,433m

Y planteo la relacion de Veloéidades:
P } k
Vou =V 4 +§XFCM,A =-2 -’?—j—i— 0 0 4—‘1; :1,73’”,?——1%’-,; v
0,25m -0,433m 0 '

4.(a) {Cual es el significado fisico del momento de inercia de un cuerpo? (b) El momento de

inercia de un cuerpo puede cambiar, o tener mas de un momento de inercia?

El Momento de Inercia
El momento de inercia respecto de un eje se define como la integral de volumen

extendida a todos los puntos del cuerpo:

I={[fs.r*av

Vol

Donde & es la densidad (que puede ser una propiedad que depende de cada.punto del
cuerpo, o si éste es homogeneo, ser una constante), y r €s la distancia a la que se
encuentra el punto respecto del eje. El significado fisico del momento de inercia ¢s el
siguiente: representa la resistencia a cambiar el estado de rotacién que tiene un cuerpo.
Por gjemplo, si un cuerpo tiene un momento de inercia muy grande comparado con otro,
costar4 mucho frenar su giro, o ponetlo a girar si es que estd quieto. Esta magnitud en
cierta forma es el equivalente de la masa para la traslacién (la masa mide la resistencia al
cambio de movimiento de traslacién de un cuerpo). Pero, en el caso de la masa, es una
magnitud propia y caracteristica del cuerpo, mientras que para el momeénto de inercia,

también depende del eje en que se lo hace rotar. Veamos algunos casos muy usados:

. , . . 2 R . )
i) para una particula el momento de inercia es I = m. d° donde d es la distancia de la

particula al eje de giro
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if) para un cilindro sélido homogéneo o un disco plano,

respecto de su eje central:

I=L1mR?

1
5
lii) para una esfera sélida homogénea, respecto de su eje

diametral:

M R?

~
i
o

iv) para una varilla delgada en torno a un eje que pasa por su
centro y es perpendicular a la varilla:

ML
12

1

v) para un aro o anillo en torno a un eje que pasa por su centro

y es perpendicular al mismo:

I=MR?

eje

Teorema de Steiner: Este teorema permite obtener el momento de inercia /; de una

figura respecto a cualquier otro eje paralelo a uno de momento de inercia [y ya conocido.

Si la distancia entre ambos ejes paralelos es d, el teorema dice:

Iy =T +Md?>

5.(a) ¢Qué es, y como esta relacionado el eje de giro, con el momento de inercia de un

cuerpo? (b) si se toma un disco, una esfera, y un anillo, que tienen la misma masa y el mismo

radio, y consideramos la rotaciéon de los tres cuerpos alrededor de un eje perpendicular al

plano del disco y del anillo, y que pase por el centro de cada uno de los tres cuerpos,

ipodremos decir que los tres tienen el mismo momento de inetrcia respecto a ese ¢je? (¢) Una

esfera maciza se hace bajar rodando sin resbalar, sucesivamente por dos planos distintos, que

tienen la misma altura pero distinta inclinacion respecto de la horizontal, ¢llegara a la base de

los planos con la misma velocidad? (d) ¢ tardara igual tiempo en ambos casos?

a) El momento de inercia se define como vimos mediante la integral de volumen sobre el

cuerpo rigido:

1= I”é'.rde (r es la distancia de cada punto del cuerpo al eje de giro)

Vol

10
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b) estos tres cuerpos van a tener distinto momento de inercia, ya
que cuanto mayor cantidad de masa tengan lejos del eje de giro,

tendran mas inercia, es decir mas costara sacarlos del reposo para

que empiecen a girar. Asi, el anillo, para el cual todos los

pedacitos (4tomos) estdn a una distancia R del eje, es el de mayor

momento de inercia. Le sigue el disco, y por iltimo la esfera (el

més facil de hacer girar, porque tiene menos momento de

inercia).

- Este resultado se verifica con las expresiones del cuadro anterior. En efecto, respecto del cje

central, los momentos de Inercia que figuran en el cuadro son:

Iesf [disco r[—mﬂl—ox
%—.M.Rz < ~]2—.M.R2 < M.R?

Para poder comparar todas las figuras tienen igual masa y radio, de lo, contrario fa cosa

cambia. Pero si todas estan formadas por igual niimero de particulas, entonces el anillo es el

cuerpo que en total las tiene mas lejos del eje de rotacion.

Planteo de Energia para el CR
Béasicamente los problemas de energia se plantean como en el caso de una particula. Por
un lado tenemos las formas de energia mecanica conocidas (cinética, potencial y
elastica). Por el otro los trabajos de las fuerzas no conservativas. Pero, para el cuerpo
rigido hay que tener en cuenta dos formas de energia cinética, cada una asociada a uno de

Jos tipos de movimiento que puede realizar:

i) para la traslacion: E ., =—;—M (Vem )2 donde la velocidad es la del Centro de Masz

. . 1
ii) para la rotacion:  Egy =3 1 Cm.a)z

iii) para la energia potencial, la altura es la del centro de masa: E, = M.g.hew

¢) Este problema lo podemos resolver por un planteo de energia. Consideremos el descenso de

la esfera por el plano inclinado.

11
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Parte del reposo, por lo tanto su energia inicial es
potencial. Vamos a tomar como nivel 0 para medir

la altura, al nivel que queda una distancia R por

encima del piso, para que en la situacién final no

Nivel h =0 -~ @ > !

haya energia gravitatoria. De esta manera al llegar a
la base del plano tiene energia cinética (de rotacién

y traslacion), pero no gravitatoria.
Hay dos cosas fundamentales que el alumno debe entender al plantear el problema

z . N . -~ ~
@ en este problema actlla una fuerza de rozamiento, y gracias a esa fuerza la esfera puede
aumentar @ cuando se acelera y aumenta v. Cuando lo planteamos por Dinamica te muestro

- donde aparece la necesidad de esta fuerza. Pero recordd que sin ella, es imposible de que ¢l

cuerpo ruede sin deslizar.

@ esta fuerza de rozamiento NO saca ni entrega energia: en efecto, mientras se

mantenga la condicion de rodadura, el punto de contacto con el piso tiene velocidad igual a 0,
y es el CIR del movimiento, Esto nos dice que la fuerza de rozamiento aplicada es estdtica. Y

ademds, como no existe desplazamiento en el punto en que se aplica, no hace trabajo.

¢ Cuando el rozamiento no hace trabajo?
Ese ultimo punto es fundamental. Insisto, es andlogo a lo que discutimos muchas veces
con el tema del rozamiento al caminar: el punto de contacto tiene velocidad cero (por eso
al caminar dejamos una huella). Entonces la fuerza de rozamiento es estdtica y ademas
como en ese punto no hay desplazamiento, no hace trabajo, Todo esto es cierto mientras
se mantenga la condicion de que el cuerpo no desliza en el descenso (o sea mientras se

cumpla la condicion de rodadura)

En virtud del resultado @ podemos decir que la energia de la esfera debe permanecer

constante en el descenso. Por lo tanto, podemos igualar:

— 1 2,1 2 _
Emec,f “Emec,i - ”Z"'M'(ch) +“2"Icm-(a)) “M-g'Hi,cm

12



Observar que el planteo es similar al g

recordar que ahora se agrega la snerg

i

rodadura: v, =w. R, nos queda:

Empecemos por el diagrama de cuerpo libre: en su descenso
la esfera tiene aplicadas las fuerzas Peso, Normal, y
rozamiento, las dos primeras en el CM, y la dltima en donde

hace contacto,

du i

Las scuaciones de la 2% ley de Newton son asociadas son

SF =Py~ fr =M, > F=N-P,

gje x e y

fo @
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Estas ecuaciones dinamicas son idénticas a las que planteamos para una
particula. Y esto es siempre asf, porque la traslacién de un Cuerpo

Rigido no es mas que la traslacion de su centro de masa.

Pero, para completar el tema dindmico, falta dar la ecuacién de momentos. Y para eso
tenemos que elegir un sistema de referencia para los giros (decidir si tomo positivo el sentido
horario o antihorario). Yo siempre aconsejo que se elija un sistema “solidario”, como lo que

haciamos en el CBC,

El sistema solidario de ejes
Observemos que cuando el cuerpo esté cayendo (sentido positivo del eje x), también
estara girando en forma horaria. Conviene entonces tomar positivo el sentido horario para
que sea solidario con la eleccién que hicimos del eje x para el descenso. Esto mo es

imprescindible, pero cuando usemos la condicién de rodadura: ey = ¥ R, sl no tomara

un sistema solidario puede haber una diferencia de los signos entre d., y 7. Es como en
el CBC, si no te cuidaste de usar un sistema solidario, puede ser que las acceleraciones de
los dos cuerpos tengan distinto si‘gno, y nos equivoquemos por llamarlas a las dos “u”.

La condicion de rodadura es una condicion vectorial, con un producto vectorial

disimulado. Cuando la escribimos sencillamente como ag,, = 7.R, estamos dando una

relacion en “moédulos”. Para no equivocar signos, lo mas sencillo es tomar siemptre un
sistema solidario de ejes, pensado que “si el CM acelera para tal lado (ese serd ¢l sentido
del eje x) el cuerpo rigido girard para tal otro (ese serd el sentido de giro para los

momentos)”,

Sentido positivo

. . ‘o fe giro
Es fécil, en los ejemplos uno aprende rapidamente a aeg

hacerlo. Aqui para la esfera, cuando cae paralela al

Sentido positivo

plano (eje x del dibujo) va girando en el sentido de traslacion

horario (sentido positivo para la rotacién) +

Dicho esto, escribo la ecuacién de momentos para la esfera que cae por el plano respecto del

CM de la esfera:

14
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2
ZM peso +M Normal ¥ Myoz =Iem ¥

Los dos primeros momentos se anulan porque son fuerzas aplicadas en ¢l CM, por lo tanto su
distancia d para calcular el momento es 0. Para el rozamiento, la distancia cs R (el radio de la

- esfera). Y provoca un giro en sentido horario (+):
Myor =1om¥ =+ fropRsen(90) =1,y

Observacién importante: de no existir rozamiento, no existiria ninguna fuerza que hiciera

momentos. En consecuencia no habria aceleracion angular, y el cuerpo rigido jamds
empezaria a girar. Caeria entonces con movimiento de traslacion, pero no de rotacion. Esto
justifica lo que afirmamos en la pagina 12: para que se cumpla la condicién de rodadura es
necesario que exista una fuerza de rozamiento, que permita que cuando aumenta la velocidad

en la caida, la esfera gire més ripido. Reemplazo la condicion de rodadura:

a I
—?/R = froz-R= Icm( ij ffoz“"l—;m‘acm

Y en la ecuacion del eje x:

ey Tews Mgsen(@)
o bem = M.acy, — Px:(M-'.—z* Aem = e =7 (¥)
R (M +lem )
R?

2
Iesf —"'—%.M.R

> Ao = %.g.sen(@)

Entonces, si el Centro de Masa tiene que descender una altura H, ,,, la distancia que debe

H;
sen(0)’

recorrer sobre el plano es por trigonometria: Ax =

Para terminar, la cinemética del punto CM es la de un MRUV (tiene accleracion constante

2. g.sen(d) como calculamos antes). De la ecuacion complementaria:
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2 i Y
(Vf) —(vo )2 =2a.Ax — (Vf )2 =2. %.g,seﬂ(ﬁ).sen(a) despejo_, Ve = l,ig“-g-Hi,c‘m
0 ' |

O\ acd esdal,es la

Que es la misma velocidad encontrada por energia, WSO
: VN
2 I
QL ‘
N
En cuanto al tiempo, usamos:
0 0 ————
x—?—Fv t+Las? 21,2 - |2
= Xo FVb+ —at — =gt =
' 2 sen(0) 2 a.sen@
a::%.g.sen(ﬂ) . 14.H
5.g.sen2 (@)

Como vemos, el tiempo empleado para descender si depende del angulo € del plano. A
mayor angulo, mayor es el seno, menos da el tiempo (l6gico: mas pendiente tiene el plano, en

menos tiempo cae la esfera).

| El descenso de un CR en un plano inclinado

Para terminar, quiero hacer notar que en una caida de un cuerpo rigido por un plano
inclinado, sujeto a la condicion de rodadura, de la expresion (&) en la pagina 13 vemos.
que a mayor momento de inercia, menor velocidad tiene el centro de masa cuando
termina el descenso, ya que el momento de inercia aparece en el divisor de la fraccion.
Por el mismo motivo, en la expresion (¥) de la pégina anterior vemos que a mayor
momento de inercia menor es la aceleracién con la que cl cuerpo rigido desciende por
el plano. Y en el despeje que hicimos del tiempo, a menor aceleracién més demora en
bajar. Asi, en un descenso entre un aro y una esfera de la misma masa y el mismo radio,
en condicién de rodadufa, el de mayor momento de inercia (el aro) llega con menor

velocidad, baja con menor aceleracién y demora mas tiempo.

Consejo: antes de seguir con la guia, hay que volver a resolver este problema, resaltar todo los
conceptos que discutimos, y consultar con tu docente las dudas que puedan surgir, Es

importante manejar estos resultados.
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6. Una esfera hueca de plomo y otra maciza de madera, tienen igual radio y masa. La de
plomo gira respecto de un gje baricéntrico. ;Qué distancia habra que desplazar el eje
baricéntrico de la esfera de madera para que el momento de inercia con respecto a este nuevo

eje, sea el mismo que el que tiene la esfera hueca de plomo con respecto a un eje baricéntrico?

El momento de inercia para una esfera y una esfera hueca:

2 _ 2
I= 2'MS'R (esfera maciza) I :2—'%@—

(esfera hueca)

_Como vemos, para la misma masa y radio, es menor el momento de inercia de la esfera
maciza. Esto tiene que ver con que la hueca tiene su masa més alejada del ¢je de giro que la
maciza (en ésta, hay trozos de masa sobre el didmetro, y otros muy cercanos al mismo; en la
hueca, todos estan mas 0 menos lejos). Cuando queremos que la maciza rote alrededor de otro
eje, su momento de inercia cambia, segin el Teorema de Steiner. Como deseamos hacer que
la esfera maciza rote alrededor de un eje paralelo al central, y separado por una distancia “a”

desconocida, entonces:

2
2M R +M.ad’

I, =

Y como queremos que este momento de inercia tenga el mismo valor que para la.esfera hueca

de la misma masa y radio R, igualo:

2 p2 . | |
2MR™ | gy g2 S 2MR_dewdo a———\[ng——Z-.R? :1/—4—.1%2 ~0,516.R
5 3 TV s 5

§

Esta es la distancia respecto del eje diametral que nos piden.

7. { Por qué es mas facil sostener verticalmente en equilibrio un escobillon con la punta de un

dedo que hacer lo mismo con un lapiz?

El escobillon tiene un momento de inercia / mucho mayor
que el lapiz para rotar alrededor del eje (en nuestro caso el
dedo), ya que tiene mayor cantidad de masa més alejada del eje

eje que pasa por el extremo. Entonces, a mayor momento de \

AQ————-—/

inercia, resulta mas dificil que se ponga a girar respecto de

ese eje. O sea, resulta mas facil mantenerlo sin que gire.
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8. (Por qué los equilibristas usan varas para ayudarse en el equilibrio al caminar sobre una

cuerda?

La misma explicacion que en el problema anterior: el equilibrista aumenta considerablemente
su momento de inercia / gracias a la vara (la vara pone mas masa, mas lejos del eje de
rotacion que seria el del hilo sobre el que se para el equilibrista). Al aumentar el momento de
inercia, es més dificil que el conjunto se ponga a girar, por lo tanto resulta més ficil mantener

el equilibrio.

9. (a) Un muchacho sentado sobre un taburete de piano estd girando con velocidad constante;
sostiene en las manos, con los brazos extendidos, dos masas iguales. Sin mover los brazos,
suelta las dos masas. ;Ocurre algin cambio en la velocidad angular? (b) ;Se conserva el
momento cinético? (c) Repentinamente encoge los brazos: ,varia su velocidad angular?

Explicar. (d) ¢ Varia su energia cinética? Explicar

(a) El sistema estd formado por tres partes: el taburete (una
silla giratoria sin friccion), una persona sobre ella, y un par
de masas. Inicialmente, todas estas partes del sistema se
_encuentran girando juntas con la misma velocidad angular
ay. Y asociado a este giro, el sistema tiene un impulso

angular o momento cinético, perpendicular al plano del giro:

Zo =Igig W2 ‘
© ¢ Qué ocurre cuando la persona “suelta” las masas? Primero analicemos las fuerzas exteriores
al sistema: tenemos el Peso (sobre cada integrante), y la Normal que ejerce el piso sobre el
taburete. Todas ellas estin dirigidas en direccidon vertical. Y por lo tanto ninguna de ellas
ejerce un momento en esa direccion (recordemos que el momento de una fuerza cs por

definicidn un vector perpendicular a la fuerza)
Es decir, los integrantes del sistema reciben fuerzas internas (por ejemplo, la que gjerce el

taburete sobre el chico) y las externas no ejercen momento sobre el eje z. Por lo tanto hay una

magnitud que se conserva, el momento angular sobre el eje z para el sistema.
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Pero esto suele levar al siguiente err Noeso |

- se plensa que al
. . esde, waal? %
dejar caer las masas disminuye el momento de Inercia, y

=

por lo tanto debe aumentar la velocidad angula

Si, claro que estd mal. Veamos: como el sistema no recibe momentos debe conservarse ¢l
impulso angular (momento cinético) respecto del eje z. Y si bien es clerto que el impulso

angular del sistema se conserva, cuando se sueltan las masas, éstas se movian con la misma

1

velocidad angular que la silla y la persona, por lo tanto, se Hevan su momento cinético L. Y

para la persona no cambia nada. Veamos que nos dicen las ecuacione

Fmr . ey _ . —
wial = Lol P L persona@o T 20mVy =1 porsong @y 20 MY, > Wp =0y
La persona sigue girando con la misma velocidad angular.

(b En el momento en gue so sueltan las masas el momento cinético se conserva, Ya sea pars
el sistema (como planteamos en a), como para la persona (para la cual antes de soltar las

masas tenfa e mismo momento de inercia v la misma velocidad angular que después de



Fisica - Guia 5 (1ta parte)

soltarlas). Pero ahora tenemos una nueva situacion, cuando la persona lleva sus manos contra
el pecho, su momento de inercia respecto al eje de giro disminuye (recordar que ¢l momento
. de inercia disminuye cuanto mayor sea la masa proxima al eje de giro)

Es decir, en esta situacion: 7, <I,. Por la conservacién del impulso angular del sistema

(ahora que solté las pesas, el sistema es la “persona+Taburete”)

total total

Hicta i [
Jmeial _ g Fwal [o-wor‘]fta)f —_ a)f:}.Q_.a)o (¢)
f

I, .
El factor 7;’— es mayor que 1 (el numerador es mayor que el divisor, por lo que dijimos antes),

- entonces de esta relacion @, > @, (girard mas rapido)

c) La energia del sistema “persona+taburete” es la energia cinética asociada a la rotacion. La
podemos calcular como

1 2

E"O[ = _2‘..[.(0

Pero visto asi tenemos que al encoger los brazos, ocurren dos cosas a la vez: aumenta la
velocidad angular segin vimos en (b), y también disminuye el momento de Inercia. Asi las
cosas no resulta muy claro qué debemos contestar. Pero te propongo que escribamos la

energia cinética de rotacion final y la relacionemos con la inicial mediante la expresion (¢ )

>1 Erot,o
! 2 _(®) 1, Lt a1 ] 2_1, 2
E"Ot,f =*2—.[f.cl)f “—_9 El"ot,f =—2‘.[f'—}£§- _a)o :—i.']‘?.[o ,a)o 2—}0‘—. “é_'[o .0)0
‘ J

Nos queda asi que E,,, f > Erot,0, €8 decir que la energia aumenta cuando el chico encoge

los brazos. Esto es posible, por mas que no haya fuerzas éxternas (o que se compensen). Un
sistema puede cambiar su energia si hay fuerzas internas que hagan trabajo, basta que el
cuerpo modifique su forma, como en este caso. Para que se conserve la energia se necesita
- que no haya trabajos de fuerzas “no conservativas”, sean o no internas.

Esto es muy importante: cuando analizémos un problema donde debo plantear “algan”
teorema de conservacion, debemos saber porque se conservan. algunas magnitudes, y no otras.
En casos de giros, lo habitual es revisar qué momentos se aplican. La cantidad de movimiento
se conserva, porque el centro de masa del chico no se desplaza. Pero eso no sirve para hacer

ninguna prediccién. En cambio la energia del sistema cambia al mover los brazos desplazando
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Jas masas. Eso no resulta claro para muchas personas, por lo que quiero dejar para reflexionar
algunas de estas situaciones, ya vistas en el CBC, que demuestran que un sistema aislado,
conserva su cantidad de movimiento, su momento cinético, pero no siempre su energia,

porque las fuerzas internas que se aplican las partes modifican la misma.

Las fuerzas internas pueden cambiar la energia mecanica

Choque Retropropulsion

En un choque frontal, un sistema aislado pierde | Un chico parado sobre hielo, patea una pelota'y
casi toda su energia mecanica debido a las | sale hacia atrds, por conservacion de la
fuerzas internas de interaccion entre los | cantidad de movimiento. Asi, un sistema sin
vehiculos. energfa mecéanica inicial, la aumenta por la
accion de fuerzas internas

10. Un volante es una gran masa rotante que permite acumular energia cinética de rotacion,
para luego transferirla a algin sistema, por ejemplo, para arrancar un motor. El volante de un
I motor debe ceder 400 j de energia cinética cuando su frecuencia se reduce de 660 rpm a
540 rpm. a) ;Qué momento de inercia se requiere?

b) Si el volante es un cilindro hueco de masa 1 kg y radio interior 0,5 m, (cual debe ser su

radio exterior?

Como vimos en la pagina 11, la energia cinética de rotacion de un cuerporse puede calcular
como E =—;—.].a)2. Por lo tanto, al disminuir su velocidad de giro, disminuye tambicn su

energia cinética de rotacion. Calculemos para las dos frecuencias dadas la velocidad angular

asociada con la expresion:

660 rev = 69,12 1 y = 2.”‘](:6,28“5401@\/ ~ 56,55 1
60s § ‘ ' 60 ’

W =2.7.f =628,

Restamos las energias final e inicial ¢ igualamos con la pérdida de 400 / que nos dan de dato:

1 2 2

] —400 j o]
—-—.I.a)f2 -—%.].a)oz =400, —dewLo , j- 00/ = 0,506 kg.m* v
-\ —
5\ 0
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b) el momento de inercia de un cilindro hueco como el que se

muestra en la figura vale:
2 2
I'=LM (Royt® + Rine®)

Basta entonces reemplazar los datos y despejar:

0,506 kgm? =11 kg.(Rox® +(0,5m)?) — Reyy =+/2.0,506—0,25 = 0,87 m

11. Un clavadista salta del trampolin con los brazos hacia arriba y las piernas cstiradas, de
forma que su momento de inercia alrededor de su eje de rotacién es de 20 kg.m*. Luego se
encoge reduciendo su momento de inercia a 3,6 kg.m* y da 2 revoluciones completas en 1,2 s.
Si no se hubiera encogido, ¢cudntas revoluciones habria dado en los 1.5 s desde el trampolin

al agua?

El problema del clavadista es una tipica situacion de conservacién del momento cinético
(momento angular). En efecto, la tnica fuerza aplicada mientras se desplaza por ¢l aire es el
peso. Y como esta fuerza estd aplicada en el Centro de Masa, entonces respecto de este punto

no hay momentos externos de ninguna fuerza. Por lo tanto:

ZMzOzE’-li — L=cte
dt :

De esta forma, el momento cinético L = I.w no puede cambiar. Esto nos indica que cuando se
encoge para reducir su momento de inercia J, debe al mismo tiempo aumentar su velocidad

angular @ de giro, para que L siga siendo constante,

Otras magnitudes
Observar que esa unica fuerza impide que se conserve la cantidad de movimiento. Y si
hablo de la energia, debo ir con cuidado: si bien la tnica fuerza externa es conservativa (el
Peso), ya vimos que las fuerzas internas pueden cambiar la energia de un sistema, cuando
el cuerpo modifica su forma. Esto es lo que ocurre en el problema del clavadista, en su
caida al abrir y cerrar los brazos puede cambiar la velocidad de giro (y su momento de
inercia), con lo que se modifica su energia. Sélo cuando el clavadista es una “particula (al

estilo CBC)” su energia mecanica es constante, porque en ese caso no hay ni giro sobre su
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CM, ni cambio de momento de Inercia. Pero eso no es cierto para el caso de un cuerpo no

puntual que puede cambiar su forma.,

Cuando se encuentra encogido conocemos que completa dos giros en [,2s. Con este dato

podemos hallar la velocidad angular de rotacién:

A 22z

w=——
At 1,2s

=10,474

. Y ahora planteamos la conservacion del momento cinético:

—T. ‘ _ __datos 2 _ 2 1
Le=L; — Ir =10, — 20 kg.m”.0y =3,6 kgm*.10,47
De aqui podemos despejar la velocidad angular @, (que en realidad es la velocidad angular

de rotacion que corresponde al momento de inercia estirado): @,=1,8851,

Ya casi podemos contestar la pregunta. Si nunca hubiera cambiado su momento de inercia,
hubiera tenido toda la caida esta velocidad angular. Por lo tanto, durante ese intervalo de
tiempo de 1,5s (desde el trampolin hasta el agua), el dngulo que hubiera girado seria:

® :%f_’ —dewdo 5 AQ=1885L.1,55=2,83 rad

Y para saber qué cantidad de vueltas representa este angulo, divido por el valor de una vuelta
~(en radianes es 27 = 6,28 ):

283

= 0,45 vueltas
6,28

A6

12. Una varilla homogénea de masa M y longitud L = 0,4 m estd apoyada sobre una mesa
horizontal sin rozamiento con velocidades va = 2 m/seg y vy en cada uno de sus extremos

como indica la figura.
a) Hallar la velocidad angular y del centro de masa de la varilla

b) Calcular la energia mecanica de la varilla jse conserva?
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a) para plantear el problema, podemos usar un sistema de referencia con un ¢je x paralelo a la

varilla, un eje y perpendicular, y uno z perpendicular a la mesa (saliente de a hoja)
En este sistema, las velocidades de los extremos se
escriben:

vy =(2"%.cos(30) ; -2/ sen(30) ; 0)

Vg =(vy.c0s(60) ; vg.sen(60) ; 0)

Entonces, de la relacion rototraslatoria de los cuerpos rigidos, para cada punto se tiene:

~

i
VY=V tOxry (1,73%eg;~1%eg;0)=(vx;vy;0)+ 0 0 o
0 0

=

L

2
Observar que usamos para la velocidad angular de rotacién alrededor del CM que su direccién
es perpendicular al plano de la mesa (o sea perpendicular a las velocidades de los puntos de la
varilla). Por otro lado, para'_ubicar al extremo A4 corresponde hacerlo referido al CM, por eso

se usé media longitud de la varilla hacia la izquierda del gje x)

De la misma forma, para el extremo B:

| PGk
Vg =V, t@xry — (%vﬂ;%vB;O)z(vx;vy;O)JrO 0 w
Lo o

Operando en estas dos igualdades vectoriales, e igualando coordenadas, sc llega a un sistema

de 4 ecuaciones itiles (todas menos las del eje z que son nulas).

. . _ . 3 o '
L73 ’%eg-—-vx ; —l%eg:vy——a).—lzi ; —21—.1/3 =v, {"-VB ~vy+a).—12-;—
De la 1™ se obtiene la coordenada v, de la velocidad del CM de la varilla, Y en la 3"
obtenemos el modulo de la Yelocidad del extremo B: vg =2.v, =346 %eg
Sumando la 2% y |a 4';

NE) _ despejo _1m
-1 ’%eg-i-—z—.vB =2, — vy=1 ’%
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Y la ultima incognita (la velocidad de rotacidén @ altededor del CM), queda expresada en
funcion del largo L de la varilla: |

) 4"1
—1m — L _ s -1
1Aeg-vy (0.2 - @)= 7 =10 s

~ En todos los casos, un signo “+” indica en el sentido del eje elegido. Por ejemplo, para @

significa que es “saliente a la hoja”

b) para calcular la energia del rigido, s6lo debemos considerar las energias cinéticas ya que la
varilla se encuentra horizontal. De lo visto en la pagina 11, tenemos que usar la suma de la

traslatoria y la rotatoria respecto al CM, es decir:

M.I? (4

2
1 2,2
= LS) o5 M.(v, " +vy)T)

. =Ly 2 2 _
Erot + Eppay, "z‘-lcm-w +%~M-(ch) —‘é“

Simplificando, llegamos a la expresion:  E,,,,, = 2.M ) +5.M ) (4) = §.M 4

Esta cantidad debe permanecer constante, porque no existen fuerzas de rozamiento. Y me
resulta insospechado que la varilla rigida pueda hacer fuerzas internas (como el clavadista del

" problema anterior) que modifiquen su rotacidén y por lo tanto su energia.

13, Dos discos metalicos de radios R(= 3,00 cm y Ry= 6,00 cm y masas M= 0,80 kg y
M, = 1,60 kg, se sueldan juntos y se montan en un ¢je sin rozamiento que pasa por su centro
comun tal como se muestra en la figura.

a) (Qué momento de inercia total tienen los discos respecto del eje que pasa por sus centros
tal como se muestra en la figura? '

b) Un hilo se enrolla en el disco mas pequefio y se cuelga de él un bloque de 1,5 kg. Si el
bloque se suelta del reposo desde una altura de 2,00 m sobre el piso jqué velocidad tiene justo
antes de llegar al piso?

¢) Repetir el item (b) pero ahora con el hilo enrollado en el discd grande,

d) ;En qué caso (item b o item c) alcanza mayor velocidad el bloque?

Los problemas de cuerpos vinculados
El siguiente es un viejo conocido del CBC: los problemas de cuerpos vinculados, es decir

aquellos problemas donde tenemos dos cuerpos cuyos movimientos de alguna manera se
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encuentran relacionados. La idea es muy similar a la uéada en el caso de cuerpos puntuales: se
hacen sus diagramas, se vinculan sus movimientos relacionando aceleraciones, se escriben sus
ecuaciones dindmicas y finalmente se despejan las incognitas.

Empecemos por los discos: como el momento de inercia es una “propiedad aditiva”, los
momentos de inercia de dos cuerpos respecto al mismo eje de rotacion, pueden sumarse.
Entonces, para cada disco calculamos el momento de inercia respecto del eje central, con la

* expresion que dimos en la pagina 10 para los cilindros:

I =L M (R) =108 kg.(3.107 m) = 3,6.10 kg.m’

2

I, =1.M,(R,) =1.1,6 kg.(6.107 m) = 2,88.10" kgm"

it

L
2

El momento.de inercia del conjunto, como dijimos, es la suma, [, =324.10" kgm® v

b) Hago el diagrama de las fuerzas aplicadas al

Sistema solidario:
ctiando el cuerpo
baja, la polea gira
antihoraria

peso que cuelga (la tension y el peso), y escribo su
ecuacion de traslacion:
P-T=Ma

Aqui no se aclara que la aceleracion.es referida al

centro de masa porque el peso que cuelga se lo

- considera una particula, sin posibilidades de rotar.
Pero el que si rota es el sistema de cilindros que

sirve de polea.

Este sistema tiene aplicada una tnica fuerza (la tension) que provoca momentos (las ofras
fuerzas, como el peso, y los vinculos con el eje, estin aplicadas sobre el mismo eje de
rotacion, y su momento vale 0).

Observar que la distancia entre la recta de accién de la tension y el

eje central (o sea el brazo de palanca) es igual al radio del cilindro

menor. Por Gltimo, esta fuerza hace un momento antihorario, y con

nuestro sistema de referencia “solidario”, es un momento positivo.

> M=Iry _reemplazo R =324,10 3 kg.m? .y ™
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Nos falta expresar la condicién de rodadura: y.R, = a. Reemplazo en esta ecuacion:

despejo

TR =32410"kgm® . = L, 7232410 kg.m? |
Ry (&)

Y reemplazamos en la ecuacion de traslacion del cuerpo que cuelga:

a a

P-324.10"3kg.m* S=15kg.a — 147N=3,24.10"kgm? +1,5kg.a
2
(Ry) (&)
Y despejo la aceleracion del cuerpo que baja:
_ -3 9 a 14,7
14,7N =3,24.10" kg.m ————+1,5kg.a=3,6.a+1,5a - a=——=2884
(0,03m) 5,1 s

Lo que nos queda es plantear la cinematica del cuerpo M, con la ecuacion de un MRUYV, con

esta aceleracion, que sale del reposo y un desplazamiento de Ax = 2m

v P (v, 2 =200 —eP90_, =+2aAx =348 v
f i f
(I §

ilo pueao
Plantear por

B Claro que si: Jo primero que observamos es que el sistema
energia?

-no tiene fuerzas externas aplicadas que hagan trabajo y sean

no conservativas, En efecto;

+ ¢l peso de M es una fuerza conservativa

¢ la tensidn es una fuerza interna entre partes del sistema. Sin embargo ya hicimos notar que
las fuerzas internas pueden cambiar la energia de un cuerpo, cuando éste modifica su forma,
como en el problema del clavadista. No es el caso de este problema. |
+ las otras fuerzas de vinculo aplicadas a la polea sobre su gje se supone que no hacen trabajo,
porque estan aplicadas en un punto donde no hay desplazamiento.

+ se desprecia la friccion.

Entonces, el sistema debe tener energia mecdnica constante.

@ para la energia inicial, como todo estaba en reposo, solo tenemos la gravitatoria de la

masa M que se encuentra a 2 m del piso.
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©@ para la energia final, debemos tener en cuenta que no sélo el cucrpo M tiene encrgia
cingtica, sino que también la polea se pone a rotar, entonces: K, ¢, polea = % I7 @
Igualando:
- _1 2,1 2
Ei —Ef — M.g]‘[l _-Z—JT‘(U +—2—.M.V
Usando la condicién de rodadura v = @.R, para relacionar la velocidad de giro de la polea con

la de traslacion de M:

v2

9,107

29,4 = 1,8.1/2 +O,75.v2 _despgio_,,_ ’—;—95’-;‘: 53,4121 v

Es el mismo resultado obtenido que usando cinematica y dindmica.

+0,75.2

2 ., .
M.g.Hi:--é—.IT.(—‘—’—) +imy? —PE0 5 15982 =1324.107,

c) Es més ficil mirar qué cambio debemos hacer en la ecuacion de conservacion de la energia:
tenemos casi todo igual, excepto que esta vez, al enrollar en el disco grande, la condicion de

rodadura se debe usar con el radio de este disco: v =@.R, . Entonces

2
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204 = 04502 +0,75.02 —despejo_y /2192_4 = 4050 v

Como vemos, tenerla atada al cilindro externo permite que el sistema termine con mayor
velocidad final que en el caso anterior. Esto se debe a que, cuanto mds alejada del eje se
aplique la tension, mayor es su brazo de palanca, y por lo tanto también es mayor el momento
aplicado a la polea. Por lo tanto gira mas rapido y el cuerpo también cae mas rapido.

Bueno, dejamos aquf, en el proximo completamos la guia.
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